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BLAS, LAPACK入門編 講義目的

• 線形代数演算をコンピュータで行うには、必ずBLAS 
LAPACKのお世話になる。 

• 使うには(若干)知識がいる。 

• 実際にUbuntu Linuxで試せる形で提示し、使えるよう
になる。 

• 例: 行列-行列積(BLAS) + 行列の対角化 (LAPACK) 



BLAS, LAPACK入門編 講義内容

•線形代数を勉強しよう! 
•様々な応用があり、とても重要 

•線形代数とコンピュータの歴史 
•有史以来ずっと人類は線形代数してる。 
•コンピュータでも線形代数演算 & コンピュータは速いが正義 

•コンピュータでの数値計算 
•コンピュータでの線形代数演算 
•BLAS, LAPACKの紹介 
•珠玉のライブラリ 

•BLAS LAPACK豆知識 

•BLASを使ってみる: 行列-行列積 
•LAPACKを使ってみる: 対称行列の対角化 
•まとめと次回予告



線形代数を勉強しよう!
• いまからでも遅くないから線形代数ちゃんと勉強しとこう 

• 線形代数≒連立一次方程式を解く 

• かなり抽象的 ̶ 応用先がたくさんあり、つぶしが利く 

•重要な応用例 

• 機械学習 

• 三次元コンピュータグラフィックス 

• 量子コンピュータ



機械学習で必要になる線形代数
• 行列の定義 

• ベクトル、基底、一次独立 

• 行列同士の足し算、スカラー倍 

• ベクトル同士の足し算、スカラー倍、内積 

• 行列と行列の掛け算 

• 連立一次方程式を解く、固有値、逆行列

A =

a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

am1 am2 ⋯ amn

b = (b1, b2, b3, ⋯, bn)

a·b =
n

∑
i

aibi



量子コンピュータで必要な線形代数
• 量子コンピュータは無限次元の線形代数≒Hilbert空間論 

• ざっくり有限次元の線形代数と思って良い(数学の先生の前で
は言わないように) 

• ベクトル、行列の基本的知識 

• 出てくる行列は、エルミート行列とユニタリ行列 

• 行列の固有値と固有ベクトル 

• エルミート行列をユニタリ行列で対角化

Hij = H*ji
U−1

ij = U*ji
Hx = λx

U†HU =

λ1 0
λ2

λ3
⋱

0 λ∞



線形代数とコンピュータの歴史
•人類は線形代数を有志以来やってきた。エジプトが最古 (パピルス)、中 
国もガウスの消去法は 1000 年以上前に知っていた (九章算術; 紀元前1
世紀から紀元後2世紀ころ)。  

• あらゆる分野に線形代数がでてくる:物理、化学、工学、生物学、経済、
経営...  

• コンピュータが生まれ、線形代数演算をコンピュータ上で高速に、大量
にやらせることが重要になってきた 

• コンピュータの歴史を振り返ると、処理速度のみを追求してきてる。 
• 遅いコンピュータは市場から消える 



The Rhind Papyrus

紀元前1550頃。Rhindによりエジプトのルクソールで発見された。 
Book I, II, III とあり、Book I のProblem 32 に、 
現在の表記で x + 1/3 x + 1/4 x = 2 をxについて解け 
という問題が出ている



The Moscow Mathematics Papyrus

紀元前1850頃。ゴレニシチョフよりエジプトより持ち帰った。 
Problem 1, 19, 25 に アハ問題 (アハは未知数の意味)がある。 
19は(11/2)x + 4 = 10を解けという問題 
図は四角の台の体積を求める問題



九章算術 方程より

• 中国、紀元前1世紀から紀
元後2世紀ころ、著者不 

• 263年頃魏の時代に劉徽に
りゅう き

よって整理と注釈が加えら
れた。 

• https://ctext.org/nine-chapters/fang-cheng/
zh 

• 人類史上初めての連立一次
方程式をGaussの消去法で
解いたと思われる。 

• 今でも1000年以上前の文
が何となく読めるのは凄い

https://zh.wikisource.org/wiki/Page:Sibu_Congkan0392-劉徽-九章算術-3-3.djvu/8 より

https://zh.wikisource.org/wiki/Page:Sibu_Congkan0392-%E5%8A%89%E5%BE%BD-%E4%B9%9D%E7%AB%A0%E7%AE%97%E8%A1%93-3-3.djvu/8


九章算術 方程より 問題

• 有上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，實三十九斗；上禾二秉，中禾三
秉，下禾一秉，實三十四斗；上禾一秉，中禾二秉，下禾三秉，實二
十六斗。問上、中、下禾實一秉各幾何？答曰:上禾一秉，九斗、四分
斗之一，中禾一秉，四斗、四分斗之一，下禾一秉，二斗、四分斗之
三。 

• 方程術曰，置上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，實三十九斗，於右
方。中、左禾列如右方。以右行上禾遍乘中行而以直除。又乘其次，
亦以直除。然以中行中禾不盡者遍乘左行而以直除。左方下禾不盡
者，上為法，下為實。實即下禾之實。求中禾，以法乘中行下實，而
除下禾之實。餘如中禾秉數而一，即中禾之實。求上禾亦以法乘右行
下實，而除下禾、中禾之實。餘如上禾秉數而一，即上禾之實。實皆
如法，各得一斗。



九章算術 方程より 現代語訳 
Powered by Google翻訳

• 問: 3束の上質のキビ、2束の中質のキビ、1 束の低質のキビが39個
のバケツに入っている。2束の上質のキビ、3束の中質のキビ、1束
の低質のキビが34個のバケツに入っている。1束の上質のキビ、2
束の中質のキビ、3束の低質のキビが26個のバケツに入っている。
上質、中質、低質のキビ1束はそれぞれバケツいくつになるか。 

• 答: 上質 9 ¼ , 中質 4 ¼ , 低質 2 ¾ 個づつ 

• 上質のキビ3束、中質のキビ3束、低質のキビ1束を39バケツを右行
に置く。中行、左行も右のように並べる。右の上質を中行にかけ、
右行で引く。また左行にもかけて右行から引く。次に、中行の中質
のキビの余りを左行にかけて、中行で引く。左の低質に余りがある
のでそして、割れば求まる(実を法で割る)。以下略



九章算術 方程より 現代語訳  
Powered by Google翻訳

• 問 

• (右)はそのまま、(中)は(中)を3倍したものから(右)を2倍したものを引き、
(左)を3倍して(左)から(右)を引く。 

• それから(左)を5倍する 

あとは略

3x + 2y + z = 39⋯(右)
2x + 3y + z = 34⋯(中)
x + 2y + 3z = 26⋯(左)

3(2x + 3y + z = 34)
2(3x + 2y + z = 39)

5y + z = 24⋯(中)

3(x + 2y + 3z = 39)
3x + 2y + z = 39

4y + 8z = 39⋯(左)

3x + 2y + z = 39⋯(右)
5y + z = 24⋯(中)

20y + 40z = 195⋯(左)

36c = 99



近現代の線形代数

•   1693年ライプニッツ、1750年頃クラメール、1888年ペアノ 

•   1900年～1920頃 無限次元の線形代数=ヒルベルト空間(=量子
力学) 

•   1950年代～コンピュータ上での線形代数の発達(LU分解、固有
値分解など)



ABC: Atanasoff-Berry コンピュータ
•世界初のコンピュータとされる 

• 1937-1942年頃 

•ENIACは1946年 

•1秒30回の加減算 

•50ビット固定小数点 

•60Hz 

•最大29元連立一次方
程式を解けた

ABCの復元機@アイオワ州立大学 

•論理は真空管で実装 
•機械やアナログ部分がない 
• 2進数の概念、史上初導入



コンピュータでの数値計算 



コンピュータでの実数演算はどうするか
• コンピュータは有限の整数しか扱えないため、特別な表記 

(フォーマット)を使う。 

• 浮動小数点数表記 2進数で32桁、64桁などのビット列を実数と
みなす。 

• 浮動小数点数は、符号、仮数部(fraction)、指数部(exponent)、
anは0 or 1から成る 

• 浮動小数点数を10進数で表す例。4ビット2進数               を10
進数になおす。

± 1 +
k

∑
n=1

an

fraction

( 1
2 )

n

×
exponent⏞

2m

−1.101 × 25 = − (1 + 1 × 0.5 + 0 × 0.25 + 1 × 0.125) × 32 = 52

−1.101 × 25



コンピュータでの数の取扱いbinary64 (倍精度) 
• “754-2008 IEEE Standard for Floating-Point Arithmetic” 

• binary64 フォーマットは 10進16桁の有効桁がある (よく倍精度とよぶ) 

• binary32,128 などもある (単精度、四倍精度とよく呼ばれる)。 

• この規格に則って演算する場合がほとんど(最近の例外:PlayStation2) 

• 規格が無いときはコンピュータ毎に違う結果が得られたりした 

• FLOPS(フロップス）という単語が頻出 

• 1秒間に1回浮動小数点数が計算できること=Floating point operation per 
second 

• 速さ:Core i7 (Broadwell, 10 cores, 3.5GHz): 560GFlops, NVIDIA TESLA 
P100 5.3TFLOPS, 京コンピュータ10PFLOPS, HOKUSAI (1PFlops), 神威太湖
之光 (93.01PFlops)

± 1 +
52

∑
n=1

an

fraction

( 1
2 )

n

×
exponent

2−1022∼1023



現在のコンピュータ



倍精度の計算スピードの比較



倍精度の計算スピードの比較:logスケールで



コンピュータでの実数演算の注意点

• 精度が有限であるので誤差が入る。 

• 例えば倍精度は10進16桁の精度をもつので、以下が成り
立ってしまう 

• 結合法則が成り立たない場合がある 

• どのように演算結果を丸めるか(=四捨五入みたいな感じ)で、一
番下のbitの0,1が変化する。

1 + 0.0000000000000001 = 1

a + (b + c) ≠ (a + b) + c



コンピュータでの数値計算に
再現性はあるか? 

• 問題 C=AB という行列の掛け算について、同じコン
ピュータで同じ計算を何回か行ったときの結果を考える。
このとき、どうなるか? 

• a) 毎回全くbit単位で同じ結果が出る。 

• b) 毎回違った結果が出る。 

• c) bit単位で全く同じ結果が出る場合もあるが違う結果が
出る場合もある。



コンピュータでの数値計算に
再現性はあるか?

• 答え 

• c) 違う結果が出る場合がある。最近のコンピュータはマ
ルチスレッドで、足し算の順序がコンピュータの都合で変
わることがある。従って、結合法則が成り立たないことが
あることより、違う結果が出る場合がある。



コンピュータでの実数演算で
変な値が出る例

• 驚くべき例! 

問: a を変えた場合、float ( (18+a) - a ) はどんな値を取りうる
か。 

答: 

(a) 18のみ。 

(b) 0を取る場合がある 

(c) それ以外



コンピュータでの実数演算で
変な値が出る例

答えは(c)でした。 
$ cat test.c 
#include <math.h> 
#include <stdio.h> 

int main() 
{ 
  double a = 18.0; 
  double b = pow(2,57); 
  printf("%lf\n", (a+b) - b); 
} 
$ gcc test.c ; ./a.out 
32.000000 

18に同じ数を足して引いただけなのにおかしい結果がでてきた。



コンピュータの数値計算に再現性
はあるか? Wii版 Super Mario64

•いかにAボタンを使わずにsuper Mario 64をクリアするという競技があるらしい。 

• Wii版Super Mario64で、「ほのおの うみ のクッパ」で3日待機すると、Aボタンを一
度も押さずにクリアできるとのこと。 

• スタート地点に近い足場がどんどん浮上して行くバグが混入された 

• 理由は 

• 倍精度から単精度に変換する場合、Nintendo 64とWii Virtual Consoleで違ってい
た。 

• 64では最近接丸め、VCではゼロ方向への丸めを選んだ。 

• この違いによりWii版では、少しずつ浮上する。

https://sbfl.net/blog/2018/06/10/wii-mario64-platform-bug/



コンピュータでの線形代数



自作は避けたほうがいい
• 線形代数演算をコンピュータでやるとき、プログラムを自作する場合があるかもしれないが、自作
は避けたほうがいい 

• クラメールの公式で線形連立一次方程式を解く。 

• 行列が少し大きくなるとすぐ解けなくなる 

• 行列式を求める。 

• 誤差が大きくなる。 

• 固有値を求めるとき安定しない。 

• 行列-行列の積を求める。 

• カタログに出てる理論性能値と比べて、大変遅くなる。 

• 他にもノウハウがいっぱいある…  

安直だがライブラリを用いるのが正義

数値アルゴリズムにおける精度と安定性 
Accuracy and Stability of Numerical Algorithms, N. Higham 2002

計算科学のためのHPC技術1 



自作して失敗する例:連立一次方程式を 
クラメールの公式で解く

•以下のような連立一次方程式を解く。 

• 解は 

• として、行列Bに対する行列式det(B)を用いて、以下のようにかける。

Ax = b

a11x1 + a12x2 + ⋯ + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ⋯ + a2nxn = b2,

⋮
an1x1 + an2x2 + ⋯ + annxn = bn

A :=

a11 a12 ⋯ a1n
a21 a22 ⋯ a2n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

an1 an2 ⋯ ann

, x :=

x1
x2
⋮
xn

, b :=

b1

b2
⋮
bn

xi =
det(Ai)
det(A)

Ai :=

a1,1 ⋯ a1,i−1 b1 a1,i+1 ⋯ a1,n

a2,1 ⋯ a2,i−1 b2 a2,i+1 ⋯ a2,n

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
an,1 ⋯ an,i−1 bn an,i+1 ⋯ an,n



自作して失敗する例:連立一次方程式を 
クラメールの公式で解く

• 理論的にはクラメールの公式を使ってプログラムを作る
と、コンピュータで解ける。 

• しかしながら、行列のサイズ n が大きくなるとすぐ解け
なく¥ 

• n=10で 36288000 回の演算 

• n = 100 で 9.3 x 10157回の演算 

• あっというまに宇宙時間より長い時間が必要になる。



分野の違いと意識の違い 
(偏見あり)

• 数学者の意識 : 原理的に可能, 解の存在のみ興味ある場合が多い 

• 情報系の数学より : アルゴリズムが多項式程度なものを考えたがる 

• 自然科学系研究者 : ともかく答えが求まる方法なら何でも良い 

• とりあえず求まればよい。問題が出るまで放置。よく指数関数的なアル
ゴリズムを意識せずにゴリ押しする。 

• HPC or 数値解析系研究者 : 1 clockでも速い方法 1bitでも転送量が少な
い方法、1桁でも精度の良い方法などから選択 

• ハード依存高め。さまざまな現実的な制限を考慮し、なるべく良い結果
を出す。



分野の違いと意識の違い (偏見あり) 
連立一次方程式をどう解くか

•数学者の意識 : 行列式が0でないなら解ける。終わり 

• 情報系の数学より : LU分解も逆行列求める方法もオーダーは同じ
O(n^3)なので違いはない、クラメールはO(n!)なんで論外。 

• 自然科学系研究者 : とりあえず逆行列求めとこう。LU分解って何? 
解きたい問題は別だし他に考えるべきことが多いし後まわしにしよ
う。 

• HPC or 数値計算系研究者 : LU分解経由一択。基本であるdgemm
だからキャッシュヒットも高いし、逆行列を使うより誤差も少ない。
よってLU分解経由以外あり得ない。クラメールは誤差も大きい。



線形代数演算ならBLAS, LAPACKを使おう

• 行列、ベクトルなどの線形代数演算のライブラリはある? 

• BLASやLAPACKを用いましょう。 

• コンピュータの仕組みを軽く知っておくと、手軽に高速な
ライブラリの利用方法がわかる 

• 来週やります 

• 今回はBLAS, LAPACKをとりあえず使ってみる、という
ことをやります



BLAS, LAPACK:世界最高の線形代数演算パッケージ

• コンピュータで線形代数演算するならBLAS+LAPACKを使いましょう。 

• 品質、信頼性がとても高く、無料で入手できる 

• http://www.netlib.org/lapack/ 

• 標準で高速版がインストールされていることが多い 

• http://www.openblas.net/ 

• 密行列のみ対応(疎行列は他のライブラリを利用する)。 

• コンピュータでの行列線形代数演算の基礎中の基礎!

BLAS, LAPACKは人類の至宝



BLAS : 基本的な線形代数サブプログラム群

•BLASはBasic Linear Algebra Subprogramsの略 

•基礎的な線形代数の「サブ」プログラム Level 1 ～ 3まである 
•Level 1 : ベクトル-ベクトルの内積など 

•Level 2 : 行列-ベクトル積など 

•Level 3 : 行列-行列積など 

•FORTRAN77でさまざまなルーチンの仕様を提供している。 

•参照実装の形で提供されている (Reference BLAS) 

•BLASのルーチンを「ブロック」にしてより高度なことをする。 

•この実装を「お手本」とする 

•とても美しいコード! 

•高速版もある。

x ⋅ y

y ← αAx + βy

C ← αAB + βC



Level 1 BLAS
• Level 1:ベクトル-ベクトル演算(+そのほか)のルーチン 

• ベクトルの加算 DAXPY 

• 内積計算: DDOT 

• 2-ノルム計算 

• など15種類あり, さらに単精度, 倍精度, 複素単精度, 複素数倍精
度についての4通りの組み合わせがある.

y ← αAx + βy

< x, y > =
N

∑
i

xiyi

| |x | | = ∑
i

|xi |
2



Level 2 BLAS
• Level 2:行列-ベクトル演算のルーチン 

• 行列-ベクトル積: DGEMV 

• 上三角行列とベクトルの積:DTRMV 

• 上三角行列の連立一次方程式を解く:DTRSV 

• 列ベクトルと行ベクトルの積: DGER 

• など25種類あり, 同じように単精度、倍精度、複素数の4通
りの組み合わせがある。

y ← αAx + βy

x ← Ax

x ← A−1x

A ← αxyt + A



Level 3 BLAS
• Level 3 BLASは行列-行列演算のルーチン群 

• 行列-行列積: DGEMM 

• 対称行列-行列積: DSYMM 

• 上(下)三角行列と行列の積: DTRMM 

• 対称行列の階数nの更新: DSYRK 

• 上三角行列の連立一次方程式を解く: DTRSM 

• など9種類ある。

C ← αAB + βC

B ← αAB

B ← αA−1B

C ← αAAT + βC

C ← αAB + βC



BLAS Quick Reference

https://www.netlib.org/lapack/lug/node145.html



BLAS Quick Reference

https://www.netlib.org/lapack/lug/node145.html



LAPACKとは?
•LAPACK(Linear Algebra PACKage) : 線形代数パッケージ 

•BLASをビルディングブロックとして使いつつ、より高度な問題である連立一次方
程式、 最小二乗法固有値問題、固有値問題、特異値問題を解くことができる. 

•下請けルーチン群も提供する: 行列の分解(LU分解, コレスキー分解, QR分解, 特異
値分解, Schur分解, 一般化Schur分解)、条件数の推定ルーチン, 逆行列計算など。 

•品質保証も非常に精密かつ系統的で、信頼がおける。 

•パソコンからスーパーコンピュータまで様々なCPU、OS上で動く。 

•Fortran 90で書かれ、3.8.0は1900以上のルーチンからなっている。 

•webサイトはなんと約1億7000万ヒットである 

•githubで開発が続いている https://github.com/Reference-LAPACK 

http://www.netlib.org/lapack



LAPACK公式ドキュメント

• http://www.netlib.org/lapack/lug/ : ユーザーガイ
ド 

• http://www.netlib.org/lapack/faq.html : FAQ 

• http://www.netlib.org/lapack/lawns/index.html 
LAWN: LAPACK Working Notes : 実装の詳細、アル
ゴリズム、パフォーマンスの比較など。

http://www.netlib.org/lapack/lug/
http://www.netlib.org/lapack/faq.html
http://www.netlib.org/lapack/lawns/index.html


線形代数+コンピュータで最重要タスクたち

•連立一次方程式問題 : Ax=b 　 

•最小二乗法 min ||b-Ax|| 

•固有値問題 Ax=λx 

•特異値問題 M = UΣV* 

規模、精度、行列のタイプ、解き方に多様な応用がある



LAPACKのルーチンの種類
• Driver routines : 先程あげた固有値、連立一次方程式を解く 

• Simple driver:  

• Expert driver: Simple driverに比べて、条件数推定、解の改善、エラー
バウンド、行列の平衡化などを行う 

• Computational routines 

• 上記タスクなどのために行うLU分解や三角行列のリダクションを行うが
BLASよりは高級な処理を行う 

• Auxiliary routines 

• blockアルゴリズムのサブタスク、行列ノルム、スケーリングなどBLASの拡
張またはBLASに入れたほうがいいルーチンなど低レベル処理



LAPACKで連立一次方程式を解く  
simple driverたち

http://www.netlib.org/lapack/lapackqref.ps



LAPACKで最小二乗法を解く 
simple driverたち

http://www.netlib.org/lapack/lapackqref.ps



LAPACKで一般化固有値問題、一般化特異値問題を解く  
simple & dvide and conqure driverたち

http://www.netlib.org/lapack/lapackqref.ps



LAPACKで標準固有値問題、特異値問題を解く  
simple & dvide and conqure driverたち

http://www.netlib.org/lapack/lapackqref.ps



様々な解法が存在していて、
様々なルーチンが存在する

• たくさんLAPACKのルーチンを提示したが、これにそれ
ぞれExpert driverや、RRR (relatively robust 
representation) 版などが存在する。 

• simple/divede and conqure/RRR/Expertからどう
やって選べばよいか?  

• これは問題に応じて個々人が選ぶ必要が出てくる。



LAPACKのルーチン構造
• 例えば実対称行列の固有値を求めるのにはdsyevを使ったが下
請けには34のルーチン群がある。 

• dorgtr, dorgql, dorg2l, dorgqr, dlarfb 

• dlarf, dgemm, dcopy, dtrmv, dgemv, dger 

• dsyr2k, dlatrd, dsytd2, daxpy, dsymv, dlarfg, 

• dsyr2, dscal, dsteqr, dsterf, dlaev2, dlartg, 

• dlaset, swap, dlascl, dlasr, dlasrt, dlae2

dsyevルーチン相関図



LAPACKのルーチン構造
• 実特異値分解はもっと複雑。dgesvdだけでも
3503行あるが、殆どが総計46の下請けルー
チンをコールしている。

dgesvdルーチン相関図



BLAS LAPACK豆知識



BLAS, LAPACKを利用したソフトウェア

• 著名な計算プログラムパッケージは大抵BLAS, LAPACK
を利用している. 

• 物理、化学ではGaussian, Gamess, ADF, VASP 

• 線形計画問題のCPLEX, NUOPT, GLPKなど.. 

• 高級言語からも利用可能 

• Ruby, Python (numpy), Perl, Java, C, 
Mathematica, Maple, Matlab, R, octave, SciLab



歴史:高速なBLAS, LAPACKの実装について
• Reference BLAS/LAPACKはある意味仕様書そのままなので、非常に低速である。
メモリの階層構造などは非常に意識して書かれているが、CPUに最適化は、各々がや
ることになる。 

• 2000年までは、だいたいSUN/IBM/DEC/Intel/Fujitsu/Hitachi/NECなどCPU、
OS,システムごとにベンダーの実装があり、高価で販売されていた、またはマシンを買
うとついてきたりした。 

• ATLAS:R. Clint Whaley氏による, オートチューニング機構で高速化したBLAS。そ
れまでの2001年より多くのコンピュータのBLAS環境を劇的に改善した, パイオニア
的存在。ハンドチューニングしたBLASよりは数%から数10%低速程度(オープンソー
ス) 

• GotoBLAS/GotoBLAS2 : 後藤和茂氏が、アセンブラで様々なCPUに対応した
BLASのソースコードを公開。マシンの性能の限界近くまで性能を追求(非オープンソー
ス)。

2000年ころから高速なBLAS/LAPACKの環境が良くなってきた



現状: 高速なBLAS, LAPACKの実装について

• OpenBLAS: Zhang Xianyi氏がGotoBLAS2の開発を引き継いだ。開発はアクティブ
でSandyBridge以降のプロセッサ, OSにも対応している。ARM各種、AMD、Power, 
ICT Loongson-3A, 3Bにも対応。オープンソース https://www.openblas.net/ 

• Intel Math Kernel Library: Intelが開発している加速されたBLASおよびLAPACK。
2012年から後藤氏がIntelに移籍してチューニングしているのでIntel系では最速と思わ
れる。FFTなどもはいっている。https://software.intel.com/en-us/mkl “Free to 
use for personal and commercial applications.” 

• GPU向けBLAS, LAPACK 

• MAGMAプロジェクトはCUDA, Xeon Phi OpenCLなどGPUやアクセラレータ向
けBLAS, LAPACKを開発している。NVIDIAのcuBLASよりも高速。 

• https://icl.cs.utk.edu/magma/

https://software.intel.com/en-us/mkl


Top500:コンピュータの速度ランキング
• Top 500:世界で一番高速なコンピューターを決めるTop 500で

は,LINPACKを使って、連立一次方程式を解くスピードを競う 

• DGEMMのスピードが重要となる。
Ax = b

最新(2018/11)のランク 
USが1,2 中国が3,4位, 5位がスイス、7位が産総研ABCI,京は18位



BLAS、LAPACKを使ってみる

• Ubuntu 16.04 デスクトップ版で実際にBLAS, 
LAPACKを実際に使ってみる。 

C++から 

• 行列-行列積 

• 対称行列の対角化 

を行う。思ったより設定が必要



BLAS、LAPACKのインストール
•Ubuntu 16.04 で次のようにすると、BLAS、LAPACKの開発環境が整う。 
$ sudo apt-get install gfortran g++ libblas-dev liblapack-dev liblapacke-dev 

パッケージリストを読み込んでいます... 完了 

依存関係ツリーを作成しています 

状態情報を読み取っています... 完了 

•成功したら二回目の実行で 
$ sudo apt-get instll gfortran g++ libblas-dev liblapack-dev liblapacke-dev 

 ... 

g++ はすでに最新バージョンです。 

gfortran はすでに最新バージョンです。 

libblas-dev はすでに最新バージョンです。 

liblapack-dev はすでに最新バージョンです。 

アップグレード: 0 個、新規インストール: 0 個、削除: 0 個、保留: 172 個。 

• こんな感じであればok



行列-行列の積 DGEMMを使ってみる

• 行列-行列積DGEMMを使ってみる。ここでは 

• を計算するプログラムを書いてみる. 

• 答えは以下のようになる

A =
1 8 3
2 10 8
9 −5 −1

B =
9 8 3
3 11 2.3

−8 6 1
C =

3 3 1.2
8 4 8
6 1 −2

α = 3,β = − 2

C ← αAB + βC

21 336 70.8
−64 514 95
210 31 47.5



行列-行列の積:DGEMMの詳細
•今回はCBLASから、BLASを呼んでみる。 

• BLASはFORTRANで書かれているが、Cから呼び出すことも可能。プロトタイプ宣言は以下のようになる 

void cblas_dgemm(CBLAS_LAYOUT layout, CBLAS_TRANSPOSE TransA, 
CBLAS_TRANSPOSE TransB, const int M, const int N, const int K, const double alpha, const 
double *A, const int lda, const double *B, const int ldb, const double beta, double *C, const 
int ldc); 

• layout : Column major or Row major 

• “transa”, “transb”, “transc” で行列を転置するか否かを指定。 

• m, n, k は行列の次元。左図参照 

• alpha, betaは行列積に対する掛けるスカラー 

• A, B, CはRow major形式で格納した行列へのポインタ 

• lda, ldb, ldc は 行列A, B, Cへのleading dimensionたち 

• 配列はゼロから始まるか1からはじまるか

C ← αAB + βC

ここらへんがわかりにくいところ。あとで説明



行列-行列の積のリスト
#include <stdio.h> 
#include <cblas.h> 
//Matlab/Octave format 
void printmat(int N, int M, double *A, int LDA) { 
  double mtmp; 
  printf("[ "); 
  for (int i = 0; i < N; i++) { 
    printf("[ "); 
    for (int j = 0; j < M; j++) { 
      mtmp = A[i + j * LDA]; 
      printf("%5.2e", mtmp); 
      if (j < M - 1) printf(", "); 
    } if (i < N - 1) printf("]; "); 
    else printf("] "); 
  } printf("]"); 
} 
int main() 
{ 
  int n = 3; double alpha, beta; 
  double *A = new double[n*n]; 
  double *B = new double[n*n]; 
  double *C = new double[n*n]; 

  A[0+0*n]=1; A[0+1*n]= 8; A[0+2*n]= 3; 
  A[1+0*n]=2; A[1+1*n]=10; A[1+2*n]= 8; 
  A[2+0*n]=9; A[2+1*n]=-5; A[2+2*n]=-1; 

  B[0+0*n]= 9; B[0+1*n]= 8; B[0+2*n]=3; 
  B[1+0*n]= 3; B[1+1*n]=11; B[1+2*n]=2.3; 
  B[2+0*n]=-8; B[2+1*n]= 6; B[2+2*n]=1; 

  C[0+0*n]=3; C[0+1*n]=3; C[0+2*n]=1.2; 
  C[1+0*n]=8; C[1+1*n]=4; C[1+2*n]=8; 
  C[2+0*n]=6; C[2+1*n]=1; C[2+2*n]=-2; 
  printf("# dgemm demo...\n"); 
  printf("A 
=");printmat(n,n,A,n);printf("\n"); 
  printf("B 
=");printmat(n,n,B,n);printf("\n"); 
  printf(“C 
=");printmat(n,n,C,n);printf("\n"); 
  alpha = 3.0; beta = -2.0; 

  
cblas_dgemm(CblasColMajor,CblasNoTrans,Cbl
asNoTrans, n, n, n, alpha, A, n, B, n, 
beta, C, n); 
  printf("alpha = %5.3e\n", alpha); 
  printf("beta  = %5.3e\n", beta); 
  printf("ans="); printmat(n,n,C,n); 
  printf("\n"); 
  printf("#check by Matlab/Octave by:\n"); 
  printf("alpha * A * B + beta * C =\n"); 
  delete[]C; delete[]B; delete[]A; 
}



行列-行列の積のコンパイルと実行

•先ほどのリストを''dgemm_demo.cpp''などと保存する。 

$ g++ dgemm_demo.cpp -o dgemm_demo -lblas -lapack 

•でコンパイルができる. 何もメッセージが出ないなら, コンパイルは成功である。実行
は以下のようになっていればよい。OctaveやMatlabにこの結果をそのままコピー&
ペースとすれば答えをチェックできるようにしてある 

alpha = 3.000e+00 

beta  = -2.000e+00 

ans=[ [ 2.10e+01, 3.36e+02, 7.08e+01]; [ -6.40e+01, 5.14e+02, 9.50e+01]; 

     [ 2.10e+02, 3.10e+01, 4.75e+01] ] 

#check by Matlab/Octave by: 

alpha * A * B + beta * C



行列をColumn majorでメモリに格納する

• 行列は2次元だが、コンピュータのメモリは1次元的である。次のような行
列を 

• 考えるとき、どのようにメモリに格納するか? column major式では、 

• アドレスの小さい順から 

     1, 4, 2, 5, 3, 6 

• のように格納する。 

• FORTRANや、Matlab, octaveはcolumn majorである。

A = (1 2 3
4 5 6)



行列をRow majorでメモリに格納する

同じように、行列A 

• について、row majorでは、行方向に 

• 1, 2, 3, 4, 5, 6 

• のように格納する。C/C++では普通row majorで格納。意
識的にcolumn majorにしたほうが良い 

• BLAS, LAPACKを呼び出すときは、行列格納方法に注意!

A = (1 2 3
4 5 6)



Leading dimension (I)
• 行列をさらに小さい行列に分けて考えることがある。 

• これらを区分行列、小行列、ブロック行列などとよぶ。 

• たとえば 以下のように、A, B, C, Dという行列を考えて 

• それらを組み合わせてより大きな行列を作ることができ
る。

A = (
2 −1 5

−1 4 1
8 1 −2), B = (

−3 6
1 3
4 1), C = (−4 2 6), D = (9 1)

(A B
C D) =

2 −1 5 −3 6
−1 4 1 1 3
8 1 −2 4 1

−4 2 6 9 1



Block行列が便利になる例
• 行列の積を考える 

• 行列積の定義は、要素ごとに積をとって和を取るだが、区
分行列にわけても、そのまま「数」のように積をとってよ
い

C = AB, Cij = ∑
k

AikBkj

A =

A11 A12 ⋯ A1q

A21 A22 ⋯ A2q

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Ap1 Ap2 ⋯ Apq

, B =

B11 B12 ⋯ B1r
B21 B22 ⋯ B2r
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

Bq1 Bq2 ⋯ Bqr

AB =

C11 C12 ⋯ C1r

C21 C22 ⋯ C2r
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

Cp1 Cp2 ⋯ Cpr

Cij =
q

∑
k=1

AikBkj



Leading dimension (III)
• 行列Aの区分行列A’にアクセスするにはど

うしたらよいか? A’のサイズはn x m と
し (p, q)要素とする。これにアクセスす
るには “leading dimension”を使うと
便利 

• A’[1,1] のアドレスから、
A’[P,Q]はA’[1,1]+P*m+Q
ではなくて、
A’[1,1]+P*LDA+Qとな
る。



配列は0か1どちらから始まるか?

• FORTRANでは配列は1からスタートするが, C, C++では, 
0からスタートする. 例えば 

• ループの書き方が一般的には1からNまで(FORTRAN)か, 0
からn未満か(C,C++). 

• ベクトルのxi要素へのアクセスはFORTRANではX(I)だが, 
Cではx[i-1]となる. 

• 行列のAij要素へのアクセスはFORTRANではA(I,J)だが, C
ではcolumn majorとしてA[i-1+ (j-1)*lda]とするとよい



LAPACK実習:行列の固有ベクトル、固有値を求める:DSYEV

• 3x3 の実対称行列の固有ベクトル、固有値を求めよう。これらは三つあり、 

という関係式が成り立つ。 

• 固有値　　　　は 

• で、 固有ベクトルは、 

となる

A =
1 2 3
2 5 4
3 4 6

λ1, λ2, λ3

Avi = λivi (i = 1,2,3)

−0.40973,1.57715,10.83258

v1 = (−0.914357,0.216411,0.342225)

v2 = (0.040122, − 0.792606,0.608413)

v3 = (0.402916,0.570037,0.716042)



行列の固有ベクトル、固有値を求めるDSYEV

•C/C++からLAPACKをコールするにはLAPACKEを用いる。プロトタイプは以下の通り 

•lapack_int LAPACKE_dsyev( int matrix_layout, char jobz, char uplo, 
lapack_int n, double* a, lapack_int lda, double* w ); 

•matrix_layout : LAPACK_COL_MAJOR: column majorかrow majorか 

•jobz:固有値、固有ベクトルが必要か、固有値だけでよいか指定。 

•uplo:行列の上三角、下三角を使うか。 

•A, lda:行列Aとそのleading dimension 

•w:固有値を返す配列(昇順) 

(注意) 以下はFORTRANを直接呼ぶ場合は必要だったが、LAPACKEではなくなった 

• work, lwork:ワーク領域への配列またはポインタ、とそのサイズ 

• info: =0 正常終了。<0: INFO=-iではi番目の引数が不適当。>0: INFO=i 収束せず。



対称行列の対角化dsyevの例
int main() 
{ 
  int n = 3; 
  double *A = new double[n*n]; 
  double *w = new double[n]; 
//setting A matrix 
  A[0+0*n]=1;A[0+1*n]=2;A[0+2*n]=3; 
  A[1+0*n]=2;A[1+1*n]=5;A[1+2*n]=4; 
  A[2+0*n]=3;A[2+1*n]=4;A[2+2*n]=6; 

  printf("A ="); printmat(n, n, A, n); 
  printf("\n"); 
  LAPACKE_dsyev(LAPACK_COL_MAJOR, 'V', 'U', n, A, n, w); 
//print out some results. 
  printf("#eigenvalues \n"); printf("w ="); 
  printmat(n, 1, w, 1); printf("\n"); 
  printf("#eigenvecs \n"); printf("U ="); 
  printmat(n, n, A, n); printf("\n"); 
printf("#Check Matlab/Octave by:\n"); 
  printf("eig(A)\n"); 
  printf("U'*A*U\n"); 
  delete[]w; 
  delete[]A; 
} 

#include <iostream> 
#include <stdio.h> 
#include <lapacke.h> 

//Matlab/Octave format 
void printmat(int N, int M,  
double *A, int LDA) { 
  double mtmp; 
  printf("[ "); 
  for (int i = 0; i < N; i++) { 
    printf("[ "); 
    for (int j = 0; j < M; j++) { 
      mtmp = A[i + j * LDA]; 
      printf("%5.2e", mtmp); 
      if (j < M - 1) printf(", "); 
    } if (i < N - 1) printf("]; "); 
    else printf("] "); 
  } printf("]"); 
} 



対称行列の対角化dsyevの例
• 先ほどのリストを''eigenvalue_demo.cpp''などと保存する。 

•g++ dsyev_demo.cpp -o dsyev_demo -llapacke -lblas -llapack 

でコンパイルができる。何もメッセージが出ないなら, コンパイルは成功である。 

• 実行は以下のようになっていればよい。同様にOctaveやMatlabにこの結果をそのままコピー&ペーストす
れば答えをチェックできるようにしてある。 

$ ./dsyev_demo 
A =[ [ 1.00e+00, 2.00e+00, 3.00e+00]; [ 2.00e+00, 5.00e+00, 4.00e+00]; [ 3.00e+00, 
4.00e+00, 6.00e+00] ] 
#eigenvalues 
w =[ [ -4.10e-01]; [ 1.58e+00]; [ 1.08e+01] ] 
#eigenvecs 
U =[ [ -9.14e-01, 2.16e-01, 3.42e-01]; [ 4.01e-02, -7.93e-01, 6.08e-01]; [ 4.03e-01, 
5.70e-01, 7.16e-01] ] 
#Check Matlab/Octave by: 
eig(A) 
U'*A*U 



まとめと次回予告
まとめ 

•線形代数は有史以来ずっと人類はやってきている。重要で応用の幅が広い。コンピュータがで
きても相変わらず人類は線形代数をやりつづけている。コンピュータは高速なものが正義 

•線形代数演算などコンピュータで数値計算を行うにはライブラリを用いたほうが良い 

•BLAS, LAPACKは線形代数演算ライブラリで重要。高速な実装もある。 

•BLAS, LAPACKについて行列-行列式、および対称行列の対角化を行う場合の例を示した。
column/row major/ leading dimension/ 配列0,1 という注意点3つを説明した。 

次回予告 

•コンピュータの簡単なしくみ。 

•なぜそのコードは高速/低速に動くのか。 

•BLAS, LAPACKを高速につかうにはどうしたらよいか。 

•GPUでBLASを使う 

•性能評価の例



参考図書
• BLAS, LAPACKチュートリアル パート1 (基礎編) BLAS, LAPACKチュートリアル 
パート2 (GPU編) 

• http://nakatamaho.riken.jp/blas_lapack_tutorial_part1.pdf 

• http://nakatamaho.riken.jp/blas_lapack_tutorial_part2.pdf 

• LAPACK/BLAS入門 幸谷智紀 (https://www.morikita.co.jp/books/book/
2226) 

• Matrix Computations, Gene H. Golub and Charles F. Van Loan 

• http://web.mit.edu/ehliu/Public/sclark/Golub%20G.H.,%20Van%20Loan%20C.F.-%20Matrix%20Computations.pdf 

• Accuracy and Stablity of Numerical Algorithms, Nicholas J. Higham 

• LAPACK Working NOTE : 実装上の詳細ノートたちがある 

• http://www.netlib.org/lapack/lawns/index.html  

• 数値計算の常識, 伊理 正夫, 藤野 和建

http://nakatamaho.riken.jp/blas_lapack_tutorial_part2.pdf
http://www.netlib.org/lapack/lawns/index.html

